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Abstrakt
Tato bakala´rˇska´ pra´ce se zaby´va´ spojitou a diskre´tn´ı logistickou rovnic´ı. Jej´ım c´ılem je
prove´st analy´zu teˇchto rovnic a porovnat oba prˇ´ıpady.
Summary
This bachelor’s thesis deals with the continuous and discrete logistic equation. The ob-
jective of this thesis is to analyze these equations and compare both cases.
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1. U´VOD
1. U´vod
Logisticka´ rovnice je nejuzˇ´ıvaneˇjˇs´ı rovnic´ı prˇi modelova´n´ı populacˇn´ıho r˚ustu. Je stu-
dova´na jak ve formeˇ spojite´ (diferencia´ln´ı), tak i ve formeˇ diskre´tn´ı (diferencˇn´ı). C´ılem
te´matu je prove´st analy´zu spojite´ i diskre´tn´ı logisticke´ rovnice, porovnat oba prˇ´ıpady a
diskutovat prˇ´ıpadny´ nesoulad v kvalitativn´ım chova´n´ı teˇchto rovnic.
Proble´my populacˇn´ıho r˚ustu, stejneˇ jako mnoho dalˇs´ıch situac´ı v r˚uzny´ch oborech, je
mozˇne´ matematicky modelovat (alesponˇ v prvn´ım prˇibl´ızˇen´ı) velmi jednoduchy´m zp˚usobem.
Objasn´ıme to na na´sleduj´ıc´ım prˇ´ıkladeˇ, ktery´ ma´ s da´le vysˇetrˇovany´mi proble´my velmi
u´zkou souvislost.
Prˇedpokla´dejme, zˇe v dane´m prostrˇed´ı zˇij´ı neˇjac´ı zˇivocˇichove´, a zˇe na´s zaj´ıma´, jak se
meˇn´ı jejich pocˇet v za´vislosti na cˇase. Jejich pocˇet prˇitom budeme meˇrˇit vzˇdy jednou za
rok. Na zacˇa´tku nasˇeho zkouma´n´ı tedy ma´me y0 jedinc˚u, o rok pozdeˇji jich bude y1, o
dalˇs´ı rok y2, atd. Za jisty´ch, cˇa´stecˇneˇ idealizovany´ch podmı´nek, pocˇet jedinc˚u v (n + 1)-´ım
roce (tedy hodnota yn+1) za´vis´ı pouze na yn, tedy na jejich pocˇtu v roce prˇedchoz´ım. Tuto
za´vislost je mozˇne´ zapsat ve tvaru
yn+1 = f(yn), n = 0, 1, 2, . . . (1.1)
kde f je zat´ım nespecifikovana´ funkce. Jej´ı konkre´tn´ı typ se navrhne podle meˇrˇen´ı nebo po-
zorova´n´ı. Tzv. diskre´tn´ı logistickou rovnici, ktera´ je prˇedmeˇtem nasˇeho studia, obdrzˇ´ıme,
vol´ıme-li za f kvadratickou funkci.
Obdobny´m zp˚usobem pak dospeˇjeme k odpov´ıdaj´ıc´ımu spojite´mu modelu, ktery´ je
reprezentova´n prˇ´ıslusˇnou diferencia´ln´ı rovnic´ı. Exaktn´ı rˇesˇen´ı tohoto spojite´ho modelu je
(alesponˇ v jeho za´kladn´ı podobeˇ) pomeˇrneˇ jednoduche´. Na druhe´ straneˇ, analyticke´ rˇesˇen´ı
diskre´tn´ıho modelu je zna´mo pouze ve velmi specia´ln´ıch prˇ´ıpadech, a proto prˇedmeˇtem
nasˇeho studia bude prˇedevsˇ´ım kvalitativn´ı analy´za te´to diskre´tn´ı rovnice.
Na za´veˇr zmı´n´ıme neˇkolik pozna´mek ke strukturˇe pra´ce. V druhe´ kapitole zavedeme
neˇkolik pomocny´ch pojmu˚, a to prˇedevsˇ´ım pro diskre´tn´ı rovnici (pevne´ body, cykly).
V trˇet´ı kapitole se budeme zaby´vat te´matikou diferencialn´ı logisticke´ rovnice a urcˇ´ıme jej´ı
exaktn´ı rˇesˇen´ı. Kapitola cˇtvrta´ diskutuje diskretn´ı (diferencˇn´ı) logistickou rovnic´ı a jej´ı
vlastnosti. V za´verecˇne´ kapitole strucˇneˇ shrneme vy´sledky pra´ce a zmı´n´ıme pozna´mky ke
srovna´n´ı obou model˚u.
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2. Matematicky´ apara´t
V te´to kapitole uvedeme neˇkolik pomocny´ch pojmu˚, ktere´ budou trˇeba k vysˇterˇova´n´ı
problematiky diskre´tn´ı logisticke´ rovnice. Nejprve bychom prˇipomneˇli pojem iterace.
Je-li f : I → I neˇjaka´ funkce, pak pro prˇirozene´ cˇ´ıslo n bude symbol fn znamenat n-kra´t
slozˇenou funkci zobrazuj´ıc´ı opeˇt I do I, kterou je mozˇne´ rekurzivneˇ definovat na´sledovneˇ:
Pro n = 1 klademe
f 1(y) := f(y), y ∈ I .
Pro obecne´ n ≥ 2 pak klademe
fn(y) := f(fn−1(y)), y ∈ I .
Funkce fn se nazy´va´ n-ta´ iterace funkce f. Oznacˇ´ıme-li da´le yn = fn(y0), kde y0 ∈ I, pak
mu˚zˇeme psa´t
yn+1 = f(yn), n = 1, 2, . . ., (2.1)
cozˇ je diferencˇn´ı rovnice prvn´ıho rˇa´du, kterou se budeme da´le zaby´vat.
2.1. Pevne´ body
Definice 2.1 Bod y∗ ∈ I s vlastnost´ı f(y∗) = y∗ se nazy´va´ pevny´ bod funkce f .
Jinak vyja´drˇeno, y∗ je bodem ekvilibria rovnice (2.1) a prˇedstavuje konstantn´ı rˇesˇen´ı te´to
rovnice. Neˇkdy proto take´ hovorˇ´ıme o pevne´m bodu rovnice (2.1).
Pozna´mka 1 Pojem ekvilibria (rovnova´zˇne´ho stavu) je kl´ıcˇovy´ prˇi studiu diskre´tn´ıch dy-
namicky´ch syste´m˚u. Prˇirozeny´m proble´mem v rˇadeˇ aplikac´ı je ota´zka, zda se stavy dane´ho
syste´mu (vsˇechny, neˇktere´) bl´ıˇz´ı k tomuto rovnova´zˇne´mu stavu.
Nyn´ı uvedeme definici neˇktery´ch typ˚u pevny´ch bod˚u.
Definice 2.2 Pevny´ bod y∗ funkce f se nazy´va´
a) stabiln´ı, jestliˇze pro vsˇechna ε > 0 existuje δ > 0 takove´, zˇe :
|y0 − y∗| < δ ⇒ |fn(y0)− y∗| < ε, n = 0, 1, 2, . . ..
Jestliˇze y∗ nen´ı stabiln´ı pevny´ bod, pak se nazve nestabiln´ı.
b) atraktivn´ı, jestliˇze existuje δ > 0 takove´, zˇe plat´ı :
|y0 − y∗| < δ ⇒ lim
n→∞
fn(y0) = y
∗
(lze-li volit δ = ∞, pak y∗ se nazy´va´ globa´ln´ı atraktor).
c) asymptoticky stabiln´ı, je-li stabiln´ı a atraktivn´ı.
d) odpuzuj´ıc´ı, jestliˇze existuje takove´ okol´ı V bodu y∗, zˇe pro kazˇde´ y0 ∈ V , y0 6= y∗
existuje takove´ n, zˇe fn(y0) /∈ V .
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Z na´sleduj´ıc´ı veˇty vyply´va´, zˇe vhodne´ okol´ı atraktivn´ıho, resp. odpuzuj´ıc´ıho pevne´ho bodu
neobsahuje zˇa´dny´ dalˇs´ı atraktivn´ı, resp. odpuzuj´ıc´ı pevny´ bod y∗.
Veˇta 2.3 Necht’ f je spojite´ zobrazen´ı z intervalu I do I. Kazˇdy´ atraktivn´ı nebo odpuzuj´ıc´ı
pevny´ bod y∗ funkce f je izolovany´.
Na´sleduj´ıc´ı veˇta uda´va´ podmı´nky postacˇuj´ıc´ı k existenci pevny´ch bod˚u.
Veˇta 2.4 Necht’ f je spojita´ funkce na intervalu I a necht’ existuj´ı takove´ body y1, y2 ∈
I, zˇe f(y1) > y1 a f(y2) < y2. Pak f ma´ pevny´ bod lezˇ´ıc´ı mezi y1 a y2.
Da´le jesˇteˇ uvedeme veˇtu, ktera´ da´va´ (alesponˇ teoreticky´) na´vod k nalezen´ı pevny´ch bod˚u.
Veˇta 2.5 Necht’ f je spojita´ funkce z intervalu I do I a necht’ pro neˇjake´ y0 ∈ I posloup-
nost {fn(y0)}∞n=1 konverguje k neˇjake´mu bodu y∗. Potom y∗ je pevny´ bod funkce f.
Du˚kazy Veˇt 2.3, 2.4 a 2.5 lze nale´zt v [3].
Ma´-li funkce f v pevne´m bodeˇ y∗ derivaci, je mozˇne´ v neˇktery´ch prˇ´ıpadech rozhodnout
o charakteru pevne´ho bodu podle na´sleduj´ıc´ı veˇty. Protozˇe tuto veˇtu budeme v dalˇs´ım
textu cˇasto aplikovat, uvedeme ji vcˇetneˇ d˚ukazu.
Veˇta 2.6 Necht’ spojita´ funkce f zobrazuj´ıc´ı interval I do I ma´ v pevne´m bodeˇ y∗ ∈ I
derivaci. Potom
• je-li |f ′(y∗)| < 1, tak y∗ je atraktivn´ı pevny´ bod,
• je-li |f ′(y∗)| > 1, tak y∗ je odpuzuj´ıc´ı pevny´ bod.
D˚ukaz: Necht’ |f ′(y∗)| < 1 a necht’ U je neˇjake´ dostatecˇneˇ male´ okol´ı pevne´ho bodu y∗.
Ze vztahu
f ′(y∗) = lim
y→y∗
f(y)− f(y∗)
y − y∗
vyply´va´, zˇe pro vsˇechna y 6= y∗ z okol´ı U , plat´ı∣∣∣∣f(y)− f(y∗)y − y∗
∣∣∣∣ < 1. (2.2)
Polozˇ´ıme nyn´ı y = yn, kde yn = fn(y0) a y0 ∈ U , a dosad´ıme do vztahu (2.2), cˇ´ımzˇ
dostaneme
|f(yn)− f(y∗)| < |yn − y∗|. (2.3)
Pevny´ bod je definova´n vztahem f(y∗) = y∗ a pro (n + 1)-n´ı iteraci funkce yn+1 plat´ı
f(yn) = yn+1. Mu˚zˇeme tedy upravit vztah (2.3) na´sledovneˇ
|yn+1 − y∗| < |yn − y∗|.
Vid´ıme, zˇe posloupnost an = |yn − y∗| je klesaj´ıc´ı, zdola ohranicˇena´, ktera´ bude mı´t
neˇjakou limitu limn−→∞ an = a. Stacˇ´ı uka´zat, zˇe a = 0. Doka´zˇeme to sporem.
Prˇedpokla´dejme, zˇe a > 0. Ze vztahu (2.2) vyply´va´, zˇe f(y∗−a) ∈ (y∗ − a, y∗ + a) = V .
Poneˇvadzˇ f je spojita´ funkce, pro bod (y∗ − a) existuje takove´ okol´ı U−, zˇe f(U−) ⊂
V . Podobneˇ, existuje okol´ı U+ pro bod (y∗ + a) s vlastnost´ı f(U+) ⊂ V . Poneˇvadzˇ
limn→∞ |yn − y∗| = a, existuje takove´ n, zˇe yn ∈ U−, nebo yn ∈ U+. Z toho ale plyne, zˇe
yn+1 = f(yn) ∈ V , tedy |yn+1 − y∗| < a, a to nen´ı mozˇne´, dosta´va´me spor. Proto a = 0 a
yn konverguje k y∗, z cˇehozˇ plyne, zˇe y∗ je atraktivn´ı pevny´ bod.
Pro odpuzuj´ıc´ı pevny´ bod se d˚ukaz provede analogicky´m zp˚usobem.
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2.2. Cykly
Pevny´ bod prˇedstavuje v matematicke´m modelu, naprˇ. v modelu vy´voje populace, usta´leny´
rezˇim. To znamena´, zˇe kdyzˇ jednou u´rovenˇ populace dosa´hne hodnoty yn = y∗, kde y∗ je
pevny´ bod, tak uzˇ se da´l nemeˇn´ı. Podobny´ vy´znam ma´ i na´sleduj´ıc´ı pojem tzv. cyklu.
Definice 2.7 Necht’ f : I → I. Rˇekneˇme, zˇe bod y∗ ∈ I je bodem cyklu rˇa´du n funkce f
(nebo zˇe y∗ generuje cyklus rˇa´du n), jestliˇze
fn(y∗) = y∗
a soucˇasneˇ
f i(y∗) 6= y∗ pro i = 1, 2, . . ., n− 1.
Pozna´mka 2 Specia´lneˇ, cyklus rˇa´du 1 je pevny´ bod funkce.
Pozna´mka 3 Je-li y∗ cyklem rˇa´du k funkce f , pak y∗ je bodem ekvilibria rovnice
y = g(y), g ≡ fk .
Pozna´mka 4 Klasifikace cykl˚u rˇa´du k (stabilita, atraktivita apod.) se zavede a posoud´ı
pomoc´ı prˇ´ıslusˇny´ch pojm˚u pro pevny´ bod.
Pro ilustraci naznacˇ´ıme klasifikaci cyklu rˇa´du 2, to znamena´, zˇe pevny´ bod funkce
z´ıska´me dvojna´sobny´m slozˇen´ım funkce f (tj. f ◦ f).
Veˇta 2.8 Meˇjme funkci f spojitou a zobrazuj´ıc´ı interval I do I. Necht’ bod y∗ ∈ I je
cyklus rˇa´du 2 a necht’ existuje f ′(y∗) a f ′(f(y∗)). Pak plat´ı :
• je-li |f ′(f(y∗))f ′(y∗)| < 1, pak y∗ je atraktivn´ı cyklus rˇa´du 2,
• je-li |f ′(f(y∗))f ′(y∗)| > 1, pak y∗ je odpuzuj´ıc´ı cyklus rˇa´du 2.
Na za´veˇr uvedeme bez d˚ukazu tvrzen´ı, ktere´ formuluje podmı´nky, za ktery´ch je chova´n´ı
posloupnosti {fn(y)}∞n=1, kde y ∈ I je libovolny´ bod, v jiste´m smyslu rozumne´. Tato veˇta
bude hra´t d˚ulezˇitou roli prˇi analy´ze diskre´tn´ıho prˇ´ıpadu.
Veˇta 2.9 Necht’ f je spojita´ funkce zobrazuj´ıc´ı interval I do I, ktera´ ma´ jenom cykly rˇa´du
1, 2, 22, . . . , 2n. Pak kazˇda´ posloupnost {fn(y)}∞n=1, kde y ∈ I, konverguje k neˇktere´mu
cyklu (nebo pevne´mu bodu) funkce f .
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3. Spojita´ logisticka´ rovnice
Spojita´ logisticka´ rovnice je tvaru
y′ = ay − by2, (3.1)
kde a > 0, b > 0 jsou rea´lne´ konstanty (viz naprˇ. [2]). Princip odvozen´ı te´to rovnice
spocˇ´ıva´ v na´sleduj´ıc´ı u´vaze:
Za´kladem rovnice (3.1) je takzvana´ Malthusova rovnice
y′ = ky,
ktera´ vyjadrˇuje skutecˇnost, zˇe okamzˇita´ zmeˇna dane´ho stavu (v nasˇem prˇ´ıpadeˇ stavu
populace) je prˇ´ımo u´meˇrna´ dane´mu stavu. Kvadraticky´ cˇlen obsazˇeny´ v rovnici (3.1) ma´
pak vy´znam faktoru u´mrtnosti.
Rovnice (3.1) je obycˇejnou diferencia´ln´ı rovnic´ı prvn´ıho rˇa´du, kterou je mozˇne´ vyrˇesˇit
v´ıce zp˚usoby, a to naprˇ. Bernoulliho substituc´ı, nebo metodou separovany´ch promeˇnny´ch.
Nejprve rovnici (3.1) budeme uvazˇovat jako rovnici Bernoulliho typu, a vyrˇesˇ´ıme ji
tedy pomoc´ı prˇ´ıslusˇne´ Bernoulliho substituce. Za prˇedpokladu y 6= 0 zavedeme substituci
u = y−1,
kde pro derivaci u dostaneme
u′ = − 1
y2
y′.
Po vydeˇlen´ı rovnice (3.1) vy´razem y2 dosta´va´me
y′
y2
=
a
y
− b
a po dosazen´ı substituce tedy ma´me
u′ = −au + b. (3.2)
T´ımto jsme prˇevedli danou rovnici na linea´rni obycˇejnou diferencia´ln´ı rovnici prvn´ıho
rˇa´du. Nyn´ı urcˇ´ıme homogenn´ı a partikula´rn´ı rˇesˇen´ı rovnice (3.2).
Rˇesˇen´ı homogenn´ı cˇa´sti bude
uh = Ce
−at.
Partikula´rn´ı rˇesˇen´ı up hleda´me ve tvaru
up = A,
kde A je vhodna´ konstanta. Pro derivaci up obdrzˇ´ıme
u′p = 0.
Zpeˇtny´m dosazen´ım do rovnice (3.2) dostaneme hledanou hodnotu konstanty A, tj.
A =
b
a
.
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Rˇesˇen´ı u tedy mu˚zˇeme napsat podle zna´me´ho strukturn´ıho vzorce ve tvaru
u = uh + up = Ce
−at +
b
a
=
aCe−at + b
a
.
Zby´va´ jesˇteˇ zpeˇtne´ dosazen´ı do zvolene´ substituce. Pak kazˇde´ nenulove´ rˇesˇen´ı logisticke´
rovnice (3.1) lze psa´t ve tvaru
y(t) =
a
b + aCe−at
, C ∈ R. (3.4)
Pro srovna´n´ı vyrˇesˇ´ıme rovnici (3.1) i metodou separac´ı promeˇnny´ch. Za prˇedpokladu y 6= 0
a y 6= a/b ma´me
y′
ay − by2 = 1.
Odtud dosta´va´me
1
a
∫
dy
y
− 1
a
∫
− bdy
a− by =
∫
dt. (3.5)
Da´le vyna´sob´ıme rovnici (3.5) konstantou a a po integraci dostaneme na´sleduj´ıc´ı vztah:
ln
∣∣∣∣ ya− byC
∣∣∣∣ = at, (3.6)
kde C je integracˇn´ı konstanta. Snadnou u´pravou rovnice (3.6) dospeˇjeme ke stejne´mu
tvaru rˇesˇen´ı, tj.
y(t) =
1
b
a
+ Ce−at
=
a
b + aCe−at
, C ∈ R .
Nav´ıc, zahrneme-li i pocˇa´tecˇn´ı podmı´nku
y(0) = y0 6= 0,
snadno vyja´drˇ´ıme integracˇn´ı konstantu C
y(0) =
a
b + aCe−a0
=
a
b + aC
= y0
tj.
C =
a− y0b
ay0
.
Nyn´ı na´sleduje pomeˇrneˇ pracna´ u´prava vztahu (3.4), kterou prova´d´ıme z d˚uvodu z´ıska´n´ı
prˇehledneˇjˇs´ı formy rˇesˇen´ı.
Nejdrˇ´ıv si do vztahu (3.4) dosad´ıme konstantu C = a−y0b
ay0
, a postupneˇ vztah uprav´ıme
do tvaru
1
y
=
beat + a− by0y0
eatay0
.
Da´le, po vyna´soben´ı cˇlenem yeat obdrzˇ´ıme
eat = y
(
a− by0 + beaty0
eatay0
)
= y
(
eat
b
a
+
1
y0
− b
a
)
,
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tedy
eat
(
1− b
a
y
)
=
(
b
a
y
)(
a− by0
by0
)
,
a odtud jesˇteˇ
2b
a
y
[(
a− by0
by0
)
+ eat
]
= 2eat. (3.7)
Od rovnice (3.7) odecˇteme vy´raz (eat + a−by0
by0
) :
2b
a
yeat +
2b
a
y
(
a− by0
by0
)
−
(
eat +
a− by0
by0
)
=
=
2b
a
y
[
eat +
(
a− by0
by0
)]
−
[
eat +
(
a− by0
by0
)]
= eat −
(
a− by0
by0
)
. (3.8)
V dalˇs´ım kroku vydeˇl´ıme rovnici (3.8) vy´razem (eat + a−by0
by0
), cˇ´ım dosta´va´me jizˇ jednodusˇsˇ´ı
tvar :
2b
a
y − 1 = e
at − (a−by0
by0
)
eat + (a−by0
by0
)
(3.9)
Nyn´ı postupneˇ zjednodusˇ´ıme jenom pravou stranu rovnice (3.9), tedy:
eat−(a−by0
by0
)
e
at
2
√
a−by0
by0
eat+(a−by0
by0
)
e
at
2
√
a−by0
by0
=
e
at
2√
a−by0
by0
−
√
a−by0
by0
e
at
2
e
at
2√
a−by0
by0
+
√
a−by0
by0
e
at
2
=
e
at
2
e
ln
√
a−by0
by0
− e
ln
√
a−by0
by0
e
at
2
e
at
2
e
ln
√
a−by0
by0
+ e
ln
√
a−by0
by0
e
at
2
,
a dostaneme na´sleduj´ıc´ı konecˇny´ tvar prave´ strany :
e(
at
2 −ln
√
a−by0
by0
) − e−(at2 −ln
√
a−by0
by0
)
e(
at
2 −ln
√
a−by0
by0
) + e−(
at
2 −ln
√
a−by0
by0
)
.
Zby´va´ jesˇteˇ prove´st posledn´ı kroky nasˇ´ı u´pravy, tj. :
2b
a
y − 1 = tanh
(
at
2
− ln
(√
a− by0
by0
))
=
= tanh
a
2
(
t−
(
1
a
ln
a− by0
by0
))
,
2b
a
y = 1 + tanh
a
2
(
t−
(
1
a
ln
a− by0
by0
))
9
T´ımto jsme dospeˇli ke konecˇne´ formeˇ tvaru rˇesˇen´ı, a to:
y(t) =
a
2b
+
a
2b
tanh
a
2
(t− τ), τ = 1
a
ln
a− by0
by0
.
Na obra´zku (3.1) je graf funkce y(t), tzv. demograficka´ krˇivka.
Obra´zek 3.1: Logistika - demograficka´ krˇivka
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4. Diskre´tn´ı logisticka´ rovnice
4.1. Odvozen´ı logisticke´ rovnice
V prvn´ım odstavci te´to kapitoly odvod´ıme z obecne´ho tvaru diskre´tn´ı logisticke´ rovnice
tvar, ktery´ bude uzˇitecˇny´ pro nasˇi dalˇs´ı analy´zu te´to rovnice.
Necht’ v cˇase t0 zˇije v dane´ oblasti y0 jedinc˚u dane´ho druhu. Pro jednoduchost mu˚zˇeme
polozˇit t0 = 0. V cˇase t1 = 1 (mu˚zˇe to by´t rok, den, atd.) se bude pocˇet jedinc˚u rovnat
cˇ´ıslu y1. Je prˇitom zrˇejme´, zˇe hodnotu y1 dostaneme z y0 tak, zˇe odecˇ´ıta´me pocˇet teˇch
jedinc˚u, kterˇ´ı v cˇase od t0 do t1 zemrˇeli a prˇicˇteme pocˇet noveˇ narozeny´ch, tj.
y1 = y0 +
k
100
y0 − s100y0 .
Kladne´ konstanty k, s prˇedstavuj´ı prˇ´ır˚ustek a u´bytek jedinc˚u v procentech. Zkra´ceneˇ
mu˚zˇeme napsat
y1 = y0q.
Cˇ´ıslo q mu˚zˇeme nazvat koeficientem prˇ´ırustku (q > 1) nebo u´bytku (q < 1). Jestlizˇe
prˇedpokla´da´me, zˇe cˇ´ıslo q neza´vis´ı na yn, dostaneme
y2 = y1q = y0q
2,
a obecneˇ pro libovolne´ cˇ´ıslo n
yn = yn−1q = y0qn. (4.1)
Posloupnost yn je tedy geometricka´. Jestlizˇe q > 1, tak pocˇet jedinc˚u v populaci
neohranicˇeneˇ roste, jestlizˇe q < 1, je situace opacˇna´ – populace vymı´ra´, tedy limn→∞ yn =
0. Druha´ mozˇnost je rea´lna´, prvn´ı vsˇak nemu˚zˇe nastat nikdy, protozˇe zdroje r˚ustu jsou
pro kazˇdou populaci ohranicˇene´. Jestlizˇe tedy chceme modelovat i nevymı´raj´ıc´ı populace,
koeficient prˇ´ır˚ustku nesmı´ by´t konstantn´ı, ale bude funkc´ı stavu populace. To znamena´,
zˇe populace velikosti y roste, nebo se zmensˇuje s koeficientem
q = q(y).
Jestlizˇe tedy prˇedpokla´da´me, zˇe dane´ prostrˇed´ı ma´ urcˇitou kapacitu y, tj. v´ıc nezˇ y jedinc˚u
dane´ho druhu delˇs´ı cˇas neuzˇiv´ı, mu˚zˇeme polozˇit
q = q(y) = 1 + A(y − yn),
kde A > 0 je konstanta. Tedy q je prˇ´ımo umeˇrne´ vzda´lenosti mnozˇstv´ı populace yn od
kapacity prostrˇed´ı y. Potom podle vztahu (4.1) plat´ı
yn+1 = yn(1 + A(y − yn)). (4.2)
Nejjednodusˇsˇ´ı tvar vztahu (4.2) z´ıska´me, jestlizˇe polozˇ´ıme
y =
A− 1
A
.
V nasˇem modelu to mu˚zˇe pro A ∈ (0, 1) znamenat, zˇe y < 0. To ale nevad´ı, model, ktery´
takto z´ıska´me, tedy model
yn+1 = Ayn(1− yn) (4.3)
11
4.2. ANALY´ZA LOGISTICKE´ ROVNICE
popisuje i v prˇ´ıpadeˇ A ∈ (0, 1) situaci adekva´tn´ım zp˚usobem.
Poznamenejme jesˇteˇ, zˇe jsme se v pr˚ubeˇhu u´vah dostali k modelu, ve ktere´m stav y
znamena´ relativn´ı pocˇetnost populace, protozˇe y je vzˇdy cˇ´ıslo z intervalu 〈0, 1〉.
Jinou verz´ı modelu (4.3) je diferencˇn´ı rovnice
yn+1 = ayn − by2n, (4.4)
kde a > 0, b > 0 jsou rea´lne´ konstanty. Rovnice (4.4) je forma´lneˇ shodna´ s diferencia´ln´ı
rovnic´ı (3.1). Vhodnou substituc´ı lze uka´zat, zˇe rovnice (4.4) je ekvivalentn´ı s rovnic´ı
(4.3).
4.2. Analy´za logisticke´ rovnice
V tomto odstavci provedeme analy´zu modelu (4.3) nejprve z hlediska pevny´ch bod˚u, pak
z hlediska cykl˚u druhe´ho i vysˇsˇ´ıch rˇa´d˚u.
V dalˇs´ım textu budeme pouzˇ´ıvat oznacˇen´ı
fA(y) = Ay(1− y). (4.5)
Pevne´ body
Abychom dostali pevne´ body funkce fA, mus´ıme polozˇit
fA(y) = y,
tj.
Ay(1− y) = y. (4.6)
Rˇesˇ´ıme tedy kvadratickou rovnici
Ay2 + (1− A)y = 0, (4.7)
jej´ımizˇ korˇeny jsou
y1 = 0 a y2 = 1− 1
A
.
Jak pozdeˇji uvid´ıme, v neˇktery´ch prˇ´ıpadech budou oba tyto korˇeny rovnice i pevny´mi
body funkce fA.
Funkce fA je spojita´ funkce zobrazuj´ıc´ı interval 〈0, 1〉 do 〈0, 1〉, jestlizˇe A ∈ 〈0, 4〉. To
znamena´, zˇe na´sˇ model budeme vysˇetrˇovat v prˇ´ıpadech, kdy hodnota parametru A je cˇ´ıslo
z intervalu 〈0, 4〉. Pocˇet pevny´ch bod˚u funkce fA za´vis´ı i na hodnoteˇ parametru A.
Pro A ∈ 〈0, 1〉 bude mı´t funkce fA(y) jediny´ pevny´ bod, a to y∗1 = 0. Podmı´nka
|f ′A(y∗1)| < 1,
tj.
|A− 2Ay∗1| < 1
plat´ı tehdy, je-li
|A| < 1,
12
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Obra´zek 4.1: Grafy funkce fA pro r˚uzne´ hodnoty parametru A
o cˇemzˇ se prˇesveˇdcˇ´ıme dosazen´ım y∗1 = 0. Pak podle Veˇty 2.6 bude y
∗
1 = 0 atraktivn´ı
pevny´ bod. Od A = 1 uzˇ existuj´ı dva pevne´ body. Budou jimi korˇeny rovnice (4.7), ktere´
v dalˇs´ım budeme znacˇit
y∗1 = 0 a y
∗
2 = 1−
1
A
.
Jinak vyja´drˇeno, hodnota A = 1 je kritickou hodnotou parametru A pro vznik druhe´ho
pevne´ho bodu. Doposud jediny´ pevny´ bod y∗1 = 0 se ”
rozdvoj´ı”, oddeˇl´ı se od neˇj bod
y∗2 = 1− 1A a zacˇne se vzdalovat (pro A = 1 je y∗2 = 0).
Podobneˇ jako v prˇedchoz´ım prˇ´ıpadeˇ, pomoc´ı Veˇty 2.6 urcˇ´ıme, jestli jsou tyto pevne´
body atraktivn´ı nebo odpuzuj´ıc´ı. Bod y∗1 bude odpuzuj´ıc´ı pevny´ bod, pra´veˇ kdyzˇ A ∈
(1, 4〉. To plyne ze vztahu
|f ′A(y∗1)| > 1
tj.
|f ′A(0)| > 1.
V prˇ´ıpadeˇ druhe´ho pevne´ho bodu y∗2 = 1− 1A ma´me
|f ′A(y∗2)| = |A− 2A(1−
1
A
)| = |2− A| < 1,
to znamena´, zˇe y∗2 bude atraktivn´ı pevny´ bod, pra´veˇ kdyzˇ A ∈ (1, 3).
V prˇ´ıpadeˇ A = 1 nasta´va´ rovnost |f ′A(y∗1)| = |f ′A(y∗2)| = 1, a podle Veˇty 2.6 tedy
nelze rozhodnout, zda tyto pevne´ body jsou atraktivn´ı nebo odpuzuj´ıc´ı. Podobneˇ nelze
na za´kladeˇ Veˇty 2.6 klasifikovat pevny´ bod y∗2 = 1− 1A pro A = 3.
Je-li A ∈ (3, 4〉, pak |fA′(y∗2)| = |2 − A| > 1, a pevny´ bod y∗2 je odpuzuj´ıc´ı. O tom se
snadno prˇesveˇdcˇ´ıme zopakova´n´ım pra´veˇ provedeny´ch u´vah.
Cykly druhe´ho rˇa´du
Pro cyklus druhe´ho rˇa´du (tj. pro rovnici zahrnuj´ıc´ı prˇ´ıslusˇnou druhou iteraci funkce fA)
plat´ı vztah
A(Ay(1− y))(1− Ay(1− y)) = y,
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tj.
A3y4 − 2A3y3 + (A3 + A2)y2 − (A2 − 1)y = y (4.8)
Tato rovnice je algebraickou rovnic´ı cˇtvrte´ho stupneˇ a ma´ proto nejvy´sˇe cˇtyrˇi rea´lne´
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0
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Obra´zek 4.2: Grafy funkce f 2A pro r˚uzne´ hodnoty parametru A
korˇeny. Mezi tyto korˇeny patrˇ´ı i pevne´ body y∗1 a y
∗
2. Da´le proto uvedeme postup, jak
mu˚zˇeme urcˇit dalˇs´ı dva rea´lne´ korˇeny y∗3 a y
∗
4 rovnice (4.8).
Jestlizˇe rovnici (4.8) vydeˇl´ıme polynomem (y − y∗1)(y − y∗2), obdrzˇ´ıme
A2y2 − (A2 + A)y + (A + 1) = 0, (4.9)
kde diskriminant te´to kvadraticke´ rovnice bude tvaru
D = (−(A2 + A))2 − 4A2(A + 1),
a odtud po u´praveˇ
D = A4 − 2A3 − 3A2 = A2(A− 3)(A + 1).
Zrˇejmeˇ tedy plat´ı D > 0, pra´veˇ kdyzˇ A > 3 (prˇ´ıpad A < −1 vyloucˇ´ıme). Pro A = 3 je
diskriminant D = 0, a rovnice (4.9) ma´ jediny´ dvojna´sobny´ korˇen, a to pra´veˇ pevny´ bod
y∗2 = 1 − 1A = 23 . Pro A > 3 pak mu˚zˇeme ze vztahu (4.9) jizˇ vypocˇ´ıtat korˇeny y∗3 a y∗4.
Vyrˇesˇen´ım rovnice (4.9) dosta´va´me
y∗3,4 =
A + 1±√(A + 1)(A− 3)
2A
.
Lze snadno oveˇrˇit (a plyne to i z vy´sˇe provedeny´ch u´vah), zˇe pro tuto dvojici y∗3, y
∗
4 ∈ (0, 1)
plat´ı :
fA(y
∗
3) = y
∗
4,
fA(y
∗
4) = y
∗
3.
Body y∗3 a y
∗
4 tvorˇ´ı dvojcyklus (tj. cyklus rˇa´d˚u 2) funkce fA. Pro kazˇdy´ z bod˚u y
∗
3, y
∗
4 plat´ı
tedy
f 2A(y
∗
3) = y
∗
3, f
2
A(y
∗
4) = y
∗
4,
tj. y∗3, y
∗
4 jsou pevne´ body funkce f
2
A.
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Pro jednoduchost vy´pocˇtu uka´zˇeme klasifikaci cykl˚u druhe´ho rˇa´du prˇi konkre´tn´ıch
volba´ch parametru A.
Prˇ´ıklady
• A = 3, 1
Ze vztahu (4.9) mu˚zˇeme urcˇit pro A = 3, 1 oba body, ktere´ tvorˇ´ı hledany´ dvoj-
cyklus. Dosad´ıme-li zvolenou hodnotu A do (4.9), diskriminant nabude hodnoty
D = 3, 9401 a hledane´ body jsou
y∗3 = 0, 76457 a y
∗
4 = 0, 55801.
Podle Veˇty 2.8 mu˚zˇeme rozhodnout, zda jsou jednotlive´ cykly druhe´ho rˇa´du funkce
f 2A atraktivn´ı nebo odpuzuj´ıc´ı.
|fA′(fA(y∗))fA′(y∗)| = |A3−2(A4+2A3)y∗+2(5A4+2A3)(y∗)2−8(A4)(y∗)3+8(A4)(y∗)4|,
tj. pro y∗3 = 0, 76457 a y
∗
4 = 0, 55801 plat´ı na´sleduj´ıc´ı klasifikace:
|fA′(fA(y∗3))fA′(y∗3)| = |0, 968| < 1,
|fA′(fA(y∗4))fA′(y∗4)| = |0, 212| < 1,
tedy y∗3 a y
∗
4 jsou atraktivn´ı cykly 2. rˇa´du.
Poznamenejme, zˇe o existenci tohoto 2-cyklu pro hodnotu A = 3, 1 se mu˚zˇeme
prˇesvedcˇit i jiny´m zp˚usobem: v bodech y1 = 0, 7 a y2 = 0, 8 vypocˇteme hodnoty
funkce f 2A. Takto dosta´va´me
f 2A(y1) = 0, 7043, resp. f
2
A(y2) = 0, 7749,
tedy
f 2A(y1) = 0, 7043. . . > y1 = 0, 7, resp. f
2
A(y2) = 0, 7749. . . < y2 = 0, 8.
Podle Veˇty 2.4 plat´ı, zˇe mezi body y1 a y2 mus´ı lezˇet neˇjaky´ korˇen y∗3 rovnice (4.8).
Hodnota y∗3 by teoreticky mohla by´t pevny´m bodem funkce fA: V nasˇem prˇ´ıpadeˇ
tomu tak nen´ı, protozˇe funkce fA ma´ pevne´ body y∗1 = 0 a y
∗
2 = 1 − 13,1 = 0, 6774.
Zˇa´dny´ z pevny´ch bod˚u y∗1, y
∗
2 tedy nelezˇ´ı v intervalu (y1, y2).)
• A = 3, 3
Pro hodnotu A = 3, 3 dostaneme vy´sˇe popsany´m zp˚usobem prˇ´ıslusˇnou dvojici cykl˚u
rˇa´du 2 ve tvaru y∗3 = 0, 8236 a y
∗
4 = 0, 4794.
Da´le provedeme jesˇteˇ klasifikaci cykl˚u y∗3 = 0, 8236 a y
∗
4 = 0, 4794 :
|fA′(fA(y∗3))fA′(y∗3)| = |0, 617| < 1,
|fA′(fA(y∗4))fA′(y∗4)| = | − 0, 039| < 1,
tedy podobneˇ jako v prˇedchoz´ım prˇ´ıpadeˇ y∗3 a y
∗
4 jsou atraktivn´ı cykly 2. rˇa´du.
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Cykly vysˇsˇ´ıho rˇa´du
Pro A ∈ (0, 3〉 funkce fA(y) = Ay(1− A) nema´ cykly vysˇsˇ´ıch rˇa´d˚u. Tyto cykly postupneˇ
vznikaj´ı od hodnoty A > 3. Nejprve vznikne prvn´ı 4-cyklus. To znamena´, zˇe existuj´ı 4
r˚uzne´ body y∗5, y
∗
6, y
∗
7 a y
∗
8 s vlastnost´ı
fA(y
∗
5) = y
∗
6,
fA(y
∗
6) = y
∗
7,
fA(y
∗
7) = y
∗
8,
fA(y
∗
8) = y
∗
5.
Jeho urcˇen´ı a klasifikace se provedou zp˚usobem analogicky´m jako v prˇ´ıpadeˇ cykl˚u rˇa´du
dva. Specia´lneˇ tedy mus´ıme rˇesˇit rovnici
f 4A(y) = y,
cozˇ pro znacˇnou opracnost vy´pocˇt˚u jizˇ prova´deˇt nebudeme. Dalˇs´ı analy´zou lze uka´zat, zˇe
prˇi rostouc´ı hodnoteˇ parametru A se objev´ı i cyklus rˇa´du 23 = 8, pak cyklus rˇa´du 24 = 16,
atd.
Ota´zkou je, kdy se poprve´ objev´ı cykly lichy´ch rˇa´d˚u. Lze uka´zat, zˇe pocˇ´ınaje volbou
parametru
A = Akr = 3, 5700
se objevuj´ı cykly rˇa´du 2ip, kde p > 1 je liche´ cˇ´ıslo. Konecˇneˇ, pro vsˇechna A ≥ 1 + √8
bude mı´t funkce fA cyklus rˇa´du 3. O tom se prˇesveˇdcˇ´ıme rˇesˇen´ım rovnice
f 3A(y) = A(A(Ay(1− y))(1− Ay(1− y))(1− A(Ay(1− y))(1− Ay(1− y)) = y.
Prˇevedeme-li hodnotu y na levou stranu rovnice a vydeˇl´ıme-li tento vztah jizˇ zna´my´mi
pevny´mi body y∗1 = 0 a y
∗
2 = 1− 1A , pak lze podrobneˇjˇs´ı analy´zou uka´zat, zˇe tato upravena´
rovnice ma´ rea´lny´ korˇen pro A ≥ 1+√8. Nen´ı bez zaj´ımavosti, prˇi te´to hodnoteˇ parametru
A ma´ funkce fA cykly vsˇech mozˇny´ch rˇa´d˚u, prˇicˇemzˇ pra´veˇ cyklus rˇa´du 3 se zde objev´ı
jako posledn´ı. Tato skutecˇnost vyplyne mj. i z na´sleduj´ıc´ıch u´vah.
Z uvedene´ analy´zy vyply´va´, zˇe zkoumana´ existence cykl˚u byt’ jednoduche´ (kvadraticke´)
funkce je pomeˇrneˇ slozˇita´ za´lezˇitost. O to veˇtsˇ´ı vy´znam ma´ na´sleduj´ıc´ı teoreticka´ veˇta,
ktera´ rˇesˇ´ı proble´m existence cykl˚u zcela obecneˇ.
Veˇta 4.1 (Sˇarkovske´ho veˇta) Necht’ f spojita´ funkce z intervalu I do I. Na mnozˇineˇ
vsˇech prˇirozeny´ch cˇ´ısel zaved’me nove´ usporˇa´da´n´ı definovane´ na´sledovneˇ:
3 ≺ 5 ≺ 7 ≺ . . . ≺ 2.3 ≺ 2.5 ≺ 2.7 ≺ . . . ≺ 2i3 ≺ 2i5 ≺ 2i7 ≺
≺ . . . ≺ 2j+1 ≺ 2j ≺ . . . ≺ 8 ≺ 4 ≺ 2 ≺ 1
(slovy: Nejdrˇ´ıv jsou vsˇechna licha´ cˇ´ısla r˚uzna´ od 1 v prˇirozene´m usporˇa´da´n´ı, pak jejich
dvojna´sobky, da´le jejich cˇtyrˇna´sobky atd. a usporˇa´da´n´ı se ukoncˇ´ı mocninami cˇ´ısla 2 v ses-
tupne´m porˇad´ı). Ma´-li funkce f cyklus rˇa´du m, kde m ≺ n, tak f ma´ i cyklus rˇa´du n.
Du˚kaz Sˇarkovske´ veˇty je velmi dlouhy´ a nebudeme ho proto uva´deˇt, lze ho nale´zt naprˇ.
v [1] a [4].
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Z Sˇarkovske´ veˇty a Veˇty 2.9 vyply´va´ na´sleduj´ıc´ı zaj´ımavy´ za´veˇr ty´kaj´ıc´ı se provedene´
analy´zy funkce (4.5). Vy´sˇe zminˇovana´ hodnota Akr = 3, 5700 ma´ mezi vsˇemi hodnotami
vy´sadn´ı postaven´ı:
Jestlizˇe A < Akr, pak kazˇda´ posloupnost generova´na libovolny´m prvkem y0 ∈ 〈0, 1〉 je
bud’ periodicka´ (jej´ı periodou mus´ı by´t jedno z cˇ´ısel 1, 2, 22, 23, 24, . . . ), nebo konverguje
k neˇktere´ takove´ posloupnosti, tj. existuje takova´ posloupnost x0, x1, x2, . . . s periodou
2n, zˇe plat´ı
lim
i→∞
(xi − y1) = 0.
Uvedena´ posloupnost je generovana´ prvkem x0 a funkc´ı fA. V dane´m prˇ´ıpadeˇ rˇekneme, zˇe
posloupnost {yn}∞n=0 je asymptoticky periodicka´. Zjednodusˇeneˇ vyja´drˇeno, takove´ chova´n´ı
dane´ posloupnost´ı je jesˇteˇ
”
rozumne´”. V nasˇem modelu vy´voje populace totizˇ znamena´, zˇe
pocˇet jedinc˚u v jednotlivy´ch generac´ıch pro vzda´lene´ generace se meˇn´ı prˇiblizˇneˇ periodicky.
Jestlizˇe vsˇak A > Akr, je vzˇdy mozˇne´ naj´ıt takovy´ pocˇa´tecˇn´ı bod y0, zˇe v n´ım ge-
nerovane´ posloupnosti nenajdeme zˇa´dne´ za´konitosti. Takova´ posloupnost (pro vhodneˇ
zvolene´ y0) mu˚zˇe by´t dokonce tak neusporˇa´dana´, zˇe ji mu˚zˇeme pokla´dat za posloupnost
na´hodny´ch cˇ´ısel (cozˇ se pouzˇ´ıva´ v praxi). Tomu se rˇ´ıka´ chaos. Chova´n´ı populace je tedy
v dane´m prˇ´ıpadeˇ zcela neusporˇadane´ - chaoticke´.
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5. Za´veˇr
C´ılem te´to pra´ce bylo prove´st analy´zu spojite´ i diskre´tn´ı logisticke´ rovnice, porovnat
oba prˇ´ıpady a pouka´zat na prˇ´ıpadne´ rozd´ıly v kvalitativn´ım chova´n´ı teˇchto rovnic.
Ve spojite´m prˇ´ıpadeˇ na´sˇ model byl popsa´n prˇ´ıslusˇnou diferencia´ln´ı rovnic´ı typu ODR1,
jej´ızˇ rˇesˇen´ı jsme z´ıskali jednak metodou separac´ı promeˇnny´ch, jednak Bernoulliovou sub-
stituc´ı. V obou prˇ´ıpadech jsme dospeˇli ke stejne´mu rˇesˇen´ı, ktere´ jsme pak upravili na
tvar
y(t) =
a
2b
+
a
2b
tanh
a
2
(t− τ), kde τ = 1
a
ln
a− by0
by0
.
Analy´za diskre´tn´ı logisticke´ rovnice uzˇ byla komplikovaneˇjˇs´ı a na´rocˇneˇjˇs´ı. V tomto prˇ´ıpadeˇ
jsme vycha´zeli z p˚uvodn´ıho modelu
y1 = y0 +
k
100
y0 − s100y0,
ze ktere´ho jsme odvodili model
yn+1 = Ayn(1− yn),
ktery´ byl forma´lneˇ jednodusˇsˇ´ı pro nasˇi analy´zu. Uka´zalo se, zˇe chova´n´ı tohoto mode-
lu ve znacˇne´ miˇre za´vis´ı na parametru A, jehozˇ hodnoty jsme uvazˇovali v intervalu
〈0, 4〉. V za´vislosti na hodnoteˇ tohoto parametru jsme urcˇili a klasifikovali pevne´ body
a cykly druhe´ho i vysˇsˇ´ıch rˇa´d˚u dane´ funkce. Pomoc´ı existence cykl˚u jisty´ch rˇa´d˚u (a
s pouzˇit´ım prˇ´ıslusˇny´ch teoreticky´ch veˇt) byla stanovena kriticka´ hodnota parametru A,
ktera´ prˇedstavovala hranici pro
”
rozumne´”, prˇ´ıp.
”
chaoticke´” chova´n´ı stavu dane´ popu-
lace.
Za´veˇrem jesˇteˇ poznamenejme, zˇe existuje rˇada prˇesneˇjˇs´ıch (a pochopitelneˇ slozˇiteˇjˇs´ıch)
popis˚u proble´mu˚ populacˇn´ıho r˚ustu, vyja´drˇeny´ch naprˇ. pomoc´ı diferencia´ln´ıch rovnic se
zpozˇdeˇn´ım. Tyto slozˇiteˇjˇs´ı modely vsˇak nebyly prˇedmeˇtem nasˇeho studia.
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